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1 Einleitung

Im vorliegenden Bericht soll ein Einblick in Zahlensysteme im Zusammenhang mit
Computerarithmetik gegeben werden. Vorallem die Behandlung einiger typischer
Fragen im Zusammenhang mit der Implementation von Grundrechnungsarten in
B-adischen Zahlsystemen steht im Vordergrund, weil danach die Erweiterung der
Rechenoperationen auf Gleitkommazahlen bzw. symbolisch dargestellte algebrai-
sche Zahlen moglich ist. Es werden durchaus viele Fragen offenbleiben, fiir deren
Beantwortung ich auf entsprechende Fachliteratur hinweisen darf.

Es erschien mir wertvoll, (nicht ganz im Einklang mit dem Titel) auch ge-
schichtliche Beziige itber die bekannteren Zahlensysteme aufzugreifen. Fir Zif-

fernsysteme komplexer Zahlen siehe [Tr94].
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2 Grundtypen von Zahl- und Ziffernsystemen

2.1 B-adische Systeme

Die heute tbliche Darstellung reeller Zahlen als Dezimalzahlen, etwa der Zahl
r:=3,14159...

im Dezimalsystem wird unter Zuhilfenahme von Reihen rationaler Zahlen in der

Form
m=3x10°+1x10"" +4x10 2 +1x10*+5x 107* +9x 10~° + ...
verstanden, wobei man @blicherweise davon ausgeht, daB:

o m als reelle Zahl aufgefaBt wird und reelle Zahlen als Vervollstindigung der

rationalen Zahlen bekannt sind;
o die Theorie der unendlichen, konvergenten Reihen zur Verfligung steht;

e ein Algorithmus zur Erzeugung der Ziffernentwicklung der Zahl 7 zur Verfiigung
steht;

¢ Rundungskonventionen getroffen wurden, derenthalben das Symbol ”...”

zum Beispiel dahingehend gelesen wird, daB
0<n-3,14159

gilt, und die letzte Stelle in 3, 14159 eine gesicherte Dezimale ist, also selbst
bei Bekanntgabe nachfolgender Dezimalen und Runden auf diese Stelle aus

der '9’ keine ’0° und der davorkommenden ’5’ keine ’6’ werden kann.

In Verallgemeinerung des dekadischen Zahlsystems ergibt sich der Begriff B~
adisches Zahl- und Ziffernsystem. Eine formale Definition lautet folgendermaBen.

Ein B-adisches Ziffernsystem ist ein Paar (B, D) wobei:
* B ist eine natirliche Zahl gréBer als 1, die Basis.

* D ist eine endliche Menge von Symbolen (den Ziffern). Haufig ist es ablich,
die Zahlen 0,1,...,B — 1 zu wiahlen.
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¢ Jedem reellen z wird schlieBlich eine B-adische Darstellung der Form

k
= z: a,-Bj
j=-o0
zugewiesen, wobei a; € D und k eine passende natiirliche Zahl ist. Man
verlangt die Konvergenz dieser Reihe.
Es hat sich im Zusammenhang mit Diskussionen iber Zahlsysteme die Kurz-
notation

n= (akat-l *rrlgyQ-1Q.2.. -)B

eingebirgert, wobei ein Kommazeichen ’,’ verwendet wird.

Beispiele zur Anwendung dieser Notation sind die folgenden:

1.

Dekadisches System. Es gelten B := 10, D := {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Zum Beispiel ist dann 125 = (125),0 = 1 x 10® + 2 x 10" + 5 x 10°.

. Im Bindrsystem gelten B := 2, D := {0, 1}.

Zum Beispiel ist dann (125);9 = (111101),.

. Im Oktalsystem gelten B := 8 und D := {0,1,2,3,4,5,6,7}.

Zum Beispiel ist dann (125),0 = (175)s

. Im Hezadezimalsystem ist B = 16 und

D ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,4,B,C,D,E, F}.

Dann ist zum Beispiel (447),0 = (1BF);6.

Im Sezagesimalsystem gilt B := 60 und

D := {[0], [t];...,[59]},

wobei in diesem Beispiel deutlichkeitshalber eckige Klammern um die Zif-

fernsymbole gesetzt wurden.

Es ist dann etwa 1/3 = (0,[2])e0.
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2.2 Polyadische Systeme

Eine strikte Verallgemeinerung der B-adischen Systeme stellen die polyadischen

Entwicklungen dar, wobei hier nur die Darstellung natarlicher Zahlen beschrieben
werden soll;

¢ Es sei

{be}i2o
eine unendliche Folge natirlicher Zahlen, jede groBer als 1.

o Es sei

{D}i2o

eine unendliche Folge gewisser endlicher Mengen nattrlicher Zahlen (Ziffern-

mengen), wobei meist
Dg = {0,...,bg - 1}
gewahlt wird,

¢ Einer natdrlichen Zahl n wird dje Darstellung
R = o + atbo + azboby + azbobids + am_ybod, - - - by

zugewiesen, wobei m eine geeignete natiirliche Zahl ist und a; € D, far
JEN.
Das B-adische System erscheint als Spezialfall, wenn man die Folge b, := B und
Dy := D setzt.
Als Beispiele polyadischer Systeme werden in diesem Artikel Ziffernsysteme der

Babylonier, Agypter und Griechen behandelt. Viele Ma8 und Gewichtssysteme,

aber auch Wahrungseinheiten lassen polyadische Struktur erkennen, so auch das
Gsterreichische.

2.3 Gleitkommazahlen

Im naturwissenschaftlich, technischen Gebrauch hat sich die Darstellung reeller
Zahlen in der Form

mp 2 1,673 x 10" Gramm
(Masse des Protons) herausgebildet. Diese Zahl wird somit durch die Mantisse

1,673 und den Ezponenten —24 beschrieben, und stellt ein Beispiel einer Glest-
kommazah! dar. Freilich wird das dekadische Zahlsystem mitbeniitat.
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Der Grund for diese Darstellungsart ist in seiner besseren Einsichtigkeit der
GrdfBenordnung der entsprechenden Zahl zu suchen. Als grofer Nutzen hat sich
jedoch die Verwendbarkeit von Logarithmen zur besseren Implementation der Mul-
tipliakation in Rechenautomaten erwiesen (skalierte Multiplikation), ein Gedanke,
der schon in der babylonischen Mathematik zu finden ist.

2.4 Symbolische Darstellungen

In der Computer-Algebra werden Elemente in @ als geordnete Paare

(Zéhler,Nenner) geschrieben. Diese symbolische Schreibweise fat rationale Zah-
len als durch Verhiltnisse ganzer Zahlen gegeben auf, genau wie man es in jeder
Grundvorlesung hort. Ublicherweise werden solche Zahlenpaare normiert (teiler-
fremd, Nenner positiv), um die Eindeutigkeit der Symbole zu gewahrleisten. Die
Schreibweisen /2, V7, etc. stellen eine symbolische Beschreibung algebraischer
Irrationalititen dar. Das symbolische Rechnen in algebraischen Kdrpern ist ein

Zweig der Computeralgebra.

3 Einige Zahlensysteme der Antike

3.1 Sexagesimalsystem in Babylon um 3000 v. Chr.

Es soll die grundlegend polyadische Struktur dieses Ziffernsystems aufgezeigt wer-
den. Die in der babylonischen Mathematik gepflegte Schreibweise des Sexagesi-
malsystems (Basis B := 60) beniitzt fiir die Zahlen 0, 1,...,59 das Dezimalsystem
(die Tatsache, daB die Null lediglich als Liicke, bzw. Liickenzeichen beniitzt wurde,

soll hier nicht interessieren). Nun wihle man die oben zitierten Folgen:
bo := 10,b, := 6,b; := 10,b3 := 6,...,

allgemein
by = { 10, falls k gerade ist
6, falls k ungerade ist.
Als Folge der Ziffernmengen wahlt man:

1. Falls &k gerade ist, so wahlt man
Zk = {0, 1,... ,9}.

(Es wurden mit einem flach gehaltenen dreikantigen Holzchen senkrechte
Kerben dieser Anzahl, bzw. keine Kerbe fiir 0 in die Tontafel gedriickt).
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2. Falls k ungerade ist, so wahit man etwa (deutlichkeitshalber dberstrichen)

(Es wurden mit dem fast stehenden Hdlzchen bis zu fiinf Winkelhaken ein-
gedriickt, jeder mit dem Wert 10. Die Null wurde nicht beriicksichtigt.)

3. In moderner Form (unter Ben@itzung von Nullen) steht dann eine Zahl der

Form
n := (59310021)
fur
n =1 + 2 x (10)

+ 0 x (10x6)

+ 0 x (10 x6 x 10)

+ 1 x (10x6 x 10 x 6)

+ 3 x (10x6x10x 6 x 10)

+ 9 x (10x6x10x6x10x 6)

+ 5 x (10x6x10x6x 10 x 6 x 10).

Die hier vorgestellte Schreibweise zeigt, daB der Begriff polyadisches ZWsy-
stem der babylonischen Schreibweise gerecht wird. Dennoch wird in der Li-
teratur bequemlichkeitshalber von einem Hexadezimalsystem (Basis B = 60,

:= {0,...,59} gesprochen.

Die oben dargestellte Zahl ist dann (im Sexagesimal- bzw. Dezimalsystem)
n = (59,31,0,21)60 = 59 x 60° + 31 x 607 + 21 = (12 855621);0.
Der Beistrich wurde diesmal lediglich als Trennzeichen zwischen den gele-

gentlich zweistelligen Ziffern benatzt.

3.2 Hieroglyphenzahlen in Agypten um 3000 v. Chr.

Sehr deutlich wird die polyadische Struktur des zunichst scheinbar dekadischen
Ziffernsystems in der Hieroglyphenschrift (Agypten, ca 3000 v. Chr.). Dabei sollen
nur Zahlen bis (9999999),, dargestellt werden. Man wahit:

1. by := 10. Insofern gibt es keine Abweichung vom dekadischen System.
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2. Es gab jedoch verschiedene Ziffernmengen, welche von der jeweiligen Zeh-

nerpotenz abhingig waren.

Do = {llls-- LI}

Dy = {n,On,...,nNN NnNN NNN}
Ds := {p,pp,...,pPP ppP ppP}

Dy := {L,LL,...,LLL LLL LLL}

D. := {F,FF,...,FFF FFF FFF}

Ds = {K,KK,.... KKK KKK KKK}
Ds = {G,GG,...,GGG GGG GGG}

Dabei waren | (Strich), N (Fessel), p (Strick),L (Lotusblume), F (stehender
Finger), K (Kaulquappe) und G (Gott) spezielle Hieroglyphen.

3. Die Zahl n = (1302 120),o wurde somit als
n=GKKKLLpNN

wiedergegeben.

3.3 Zahlen und Ziffernsystem bei den Griechen um 300
v. Chr.

Beztglich der Wahl der Folge b, := 10 liegt ein dekadisches System vor. Jedoch
shnlich wie in der Hieroglyphendarstellung verwendet man pro Zehnerpotenz un-

terschiedliche Ziffernmengen:

Do = {816 f,6,m,0}

D: = {,xM\pv, € 0,759}
D; = {p,0,1,v,p0,&P,w, A}
Dy = {'a/B,% ¢/ f/¢/n' 8}

D4 = Do
Ds = Dg
De = Dz

07 = Da
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Dg = D|
Dg = Ds.

Die Symbole f (Digamma), 9 (Koppa) und A\ waren einem &lteren Alphabet ent-
nommen und sind drucktechnisch in diesem Artikel nur andeutungsweise wieder-
gegeben worden. Die Symbole 'a,... wurden eigentlich in der Form ,q,... ge-
schrieben, soda im Rahmen dieses Vortrags der Strich hochgezogen wurde, um
die Beistriche als Trennzeichen der listenmaBigen Beschreibung der Ziffernmengen
bendtzen zu kdnnen. Beim folgenden Zahlenbeispiel soll jedoch die Originalkon-
vention benQitzt werden.
Die Zahl n = (51 406 789),, wurde etwa in der Form

n=M,fP# “yoynl

geschrieben. Es war M ein Zeichen fiir Zehntausender (10,000 = 1 Myriade) und

- ein Trennzeichen.

4 Die Grundrechnungsarten fiir natiirliche Zah-

len in B-adischen Systemen

In diesem Abschnitt werde lediglich mit natiirlichen Zahlen gearbeitet. Die Imple-
mentation von Routinen fir ganze Zahlen sollte nach den Diskussionen dieses Ab-
schnittes verstehbar sein. Konversionsroutinen zwischen verschiedenen B-adischen
Systemen werden etwa in [Kn81,GR87| beschrieben.

Es werde vom B-adischen System mit Basis B und Ziflernmenge D := {0,1,..., B—
1} ausgegangen. Es sei MAXINT die grofite im Rechner darstellbare Integerzahl.
(Bei 32-bit Rechnern ist dies 2% — 1),

Es wird im Folgenden vorausgesetzt, daf Maschinenprozeduren
ADD,SUB,MUL, DIV

zur Verfiigung stehen, welche bei Eingabe von Elementen der Ziflernmenge deren
Summe, Differenz, Produkt, Quotienten (ganzzahliger Teil) ausgeben. Genauere
Forderungen sollen bei der nachstehenden Diskussion erdrtert werden.

Wie sich dabei herausstellt, ergibt sich eine maschinenabhingige Begrenzung
fir B, welches meist als moglichst grofle Potenz von 2 gewahlt wird. Diese Be-

grenzung wird bei der Diskussion der Grundrechnungsarten sichtbar.
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Im vorliegenden Bericht sollen ganze Zahlen mit dem Typ WORD dargestellt
werden (unsignierte Integer-Zahlen). Die Handhabung for den Datentyp SIGNED
- INTEGER ist shnlich.

Zunichst seien natirliche Zahlen

z:= (ZmZme1---T0)8,Y = (Yn¥n-1---Y0)B

als Ziffernfolgen gegeben. (Wie gesagt, alle z;,y; sind dann vom Typ WORD).
Es mag vermerkt werden, daB in den meisten, auf LISP basierenden Compu-
teralgebrasystemen solche Ziffernfolgen als lineare Listen gespeichert werden.
Ist @ eine der vier Rechenoperationen +, —, X, + so ist zunichst ein Algorith-
mus gefragt, welcher
Dy := (cpCp-1..-C0)B

berechnet, sofern das sinnvoll ist. Es folgt eine Diskussion fiir die einzelnen Grun-

drechnungsarten.

4.1 Addition

Als implementiert wird eine Maschinenaddition ADD angesehen.
INPUT : Zwei Maschinenzahlen 0 < z,y < B~ 1.
OUTPUT: Ein Paar (z,C), wobei 0 < 2 < B —1 und C €0,1. Genauer:

(z + v,0) falls z+y<B-1,
(z+y—-B,1) falls z+y>B-1.

(z,C) = {
In etwas salopper Manier wiirde man schreiben:
ADD(z,y) = (2,C).

Die Tatsache, daB im Gegensatz zur hindisch ausgeftihrten Addition zweier Zahlen
das Ergebnis von ADD ein Paar von Zahlen ist, ist zwar gewShnungsbedirftig,
jedoch unumgénglich zur Darstellung des Ubertrags beim Addieren (C steht hier
far Carry, das englische Wort fiir Ubertrag).

Die Papier- und Bleistiftmethode steht Pate bei der Formulierung des nachste-
henden Additionsalgorithmus ADDEXT:
INPUT : Die Ziffernfolgen fiir z und y. Dabei geht man davon aus, dal m,n <
MAXINT gelten.
OUTPUT: Ein Paar (s,S). Falls z+y > BMAXINT 56 wird (s, S) := (0,1)

ausgegeben. Andernfalls wird fiir s die Ziffernfolge fiir z+y und § := 0 ausgegeben.
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Anmerkung: Wo es bequem ist, wird z; = 0,y; =0fir j > m, bzw. j > n
gesetzt.

Die einfachste Form des Algorithmus lautet:

p := max{m,n}
C.1:=0
for j := 0 to p do begin (j-loop)
(¢j» Cj) :=ADD(z;,y;)
(¢j»C;) :=ADD(¢;, Cj-1)
end (j-loop)
if p = MAXINT and C, =1 then (s, S) := (0, 1)
else (s, S) := ((¢pcp-1 o) 5,0)
ADDEXT:= (s, §)

Anmerkungen:

1. Die zweite Komponente S mag als Signal, Flagge gedeutet werden. Sie

bendtigt ein einziges Bit und dokumentiert das Fehlerverhalten von AD-

DEXT.

2. Es laBt sich zeigen, da B < MAXINT + 1 gewihlt werden kann.

4.2 Multiplikation

Als implementiert wird eine Maschinenmultiplikation MUL angesehen. Die ibliche
Multiplikation von WORDs fahrt zu OVERFLOW, weil die Multiplikation zweier
etwa 32-Bit-Zahlen natidrlich mehr als 32 Bit zur Darstellung verbrauchen kann.
Das fithrt zu dem Problem, da8 man B < vMAXINT + 1 wihlen md8te. Um dies
zu vermeiden, werde mittels der Maschinenroutine MUL eine Hilfsfunktion MULO
geschrieben. Zunichst jedoch die Spezifikation von MUL:
INPUT : Zwei Maschinenzahlen 0 < z < B,0 < y < B.
OUTPUT: Ein Paar MUL(z,y) := (a,b), wobei 0 < a < B und b € {0,1}.
Genauer:

(ab) = { (z+y,0) falls z*xy < B,

(0,1) falls z+y > B.

Die Implementation solch einer Routine hingt von der jeweiligen Maschinenspra-

che am jeweiligen Prozessor ab.




- 74 -

Unter der Annahme, da8 B + 1 durch 4 teilbar und B < MAXINT + 1 gilt,
werde nun mit Hilfe von MUL die Prozedur MULO definiert. Dazu gehen wir von

der eindeutigen Darstellbarkeit der nichtnegativen Zahlen
B
T = To+ Zigs To i € {0,1},
B
y = wtung vune{ol)
und der Multiplikationsformel
B B
z+y = Zoyo + (Zon1 + -’Cnyo)i' + IlyrZB

aus. Unter den gemachten Annahmen ist der Koeffizient von B ganzzahlig und der
Koeffizient von B/2 kann nur die Werte 0,1, oder 2 annehmen. Falls mindestens
eine der Zahlen o, z;, Yo, ¥; verschwindet, ist die Summe der ersten beiden Terme
kleiner als B — 1. Falls im Gegensatz dazu o = z; = Yo = 1 = 1 gilt, so ist
z=y=1+B/2und zy = 1+ (1 + B/4)B . Unter den gemachten Annahmen ist
1 + B/4 < B eine ganze Zahl.

All diese Uberlegungen einbeziehend, konnte die Routine MULOQ wie folgt de-
finiert werden.
INPUT :0<z< B,0<y<B.
OUTPUT: Ein Paar MULO(z,y) := (a,b) mit 0 < a < B, 0 < b < B, sodaB
zxy=a+b»*B.

Das Programm sieht etwa wie folgt aus:

if (zo = z1 = yo = 1) then
a:=1
(6,0) :=ADD(1, B/4)
else
(s1,0) :=MUL(zo, yo)
(s2,0) :=MUL(zo, v1)
(s3,0) :=MUL(zy, vo)
(s4,0) :=ADD(s2, s3)
(s5,0) :==MUL(s4, B/2)
(a,0) :=ADD(s1, s5)
(b1,0) :=MUL(zy, 1)
(,0) :=MUL(b1, B/4)
MULO:= (a, b)
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Als Vorstufe der Implementation der Multiplikation zweier nichtnegativer ganzer
Zahlen (MULTEX) wird nun eine Routine MULEX definiert. Hier die Spezifika-
tion:
INPUT : (a,z), wobei 0 < a < Bund z = (ZpZm_; - - Tg)p ist.
OUTPUT: Ein Paar MULEX(a, z) := (p,S). Falls as z < BMAXINT o, g
p:=axz und S := 0 ausgegeben, andernfalls p:= 0 und S := 1.

Die Beschreibung von MULEX beniitzt die Formel

a*xz =) (az;)B.

i=0
Da az; sich in der Form

ax; =y, + z; B,
mit 0 < y; < B,0 < z; < B und (y;, ;) = MULO(a, z;) gilt, ergibt sich

m+1

az; = Zy,B’ + Z Zj_lBj.
J=0 j=1
Nun zur algorithmischen Beschreibung von MULEX.

for j :=0to mdo
(vj» 2) :==MULO(a, z;)
V:= (YmYm-1-" 'yo)B
if m+ 1> MAXINT and z, # 0 then (M, S) := (0,1)
else
io =0
If m = MAXINT then n:=m —lelse n:=m
for j:=0tondot, =z
t:= (tns1tn---to)B
(M, S) :=ADDEXT(z, t)
MULEX:= (M, S)

Nun ist es klar, wie man einen Algorithmus MULTEXT zur Multiplikation
zweier Zahlen z,y spezifiziert und beschreibt.
INPUT : 2 := (ZnTm-1"" " Z0)s ¥ = (Ym¥m-1""" Yo)
OUTPUT: Ein Paar MULTEXT:= (2, S), wobei (z,S) = (0,1) angibt, daB OVER-
FLOW stattfindet. Im Falle, daf kein OVERFLOW stattfindet, wird MULTEXT:=
(z * y,0) ausgegeben.
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Die Implementation von MULTEX geht von der Formel
rey= (S zuB) 8"
j=0 1=0
aus und benitzt neben der eben definierten Prozedur MULEX der Einfachheit
halber eine Shiftroutine SHIFTRIGHT (Multiplikation mit B*):
INPUT : z := (ZnyTm-1"""Zo)g) und k > 0.

OUTPUT:
[ (0,1) falls k + m > MAXINT
m qees 0
SHIFTRIGHT(z, k) := ¢ (24 z“’"‘. 1°*20)8,0)
Zp4j = 25,3 =0,...,m
| z=0,l:=0,k—-1 sonst

Die Implementation einer solchen Prozedur ist offensichtlich, soda8 nur die Imple-

mentation von MULTEXT angegegeben werde:

S:=0, M:=0
begin
for j := 0 to m do begin
(M;, S;) :=MULEX(z;,y)
If S;=1o0r S =1 then (M,S) :=(0,1)
else begin
(M;, S;) :=SHIFTRIGHT(M;, 5)
If S; = 0 then (M, S) :=ADDEXT(M, M;)
MULTEXT:= (M, S)

4.3 Subtraktion nichtnegativer Zahlen mit nichtnegativem

Ergebnis

Will man dem Prinzip, mit vorzeichenlosen ganzen Zahlen zu operieren, treu blei-
ben, so wird zunichst die Subtraktion nur giltig ausfdhrbar wenn der Minuend
nicht kleiner als der Subtrahend ist. Man bendtigt Vergleichsroutinen ISGREA-
TER, ISEQUAL fir B-adische Zahlen. Kurz zur Spezifikation.

INPUT : z,y zwei B-adische Zahlen.

OUTPUT: ISGREATER:= TRUE, falls z > y. Andernfalls werde FALSE ausge-
geben.

In ihnlicher Manier gebe es eine Funktion ISEQUAL welche TRUE ausgibt,

genau dann, wenn z = y.
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Danach wird eine Prozedur geschrieben, welche z — y unter der Annahme
z > y berechnet. Fir eine solche Prozedur muB kein OVERFLOW mitberack-
sichtigt werden. Der Einfachheit halber werde +,— geschrieben, wo eigentlich
die oben genannten Maschinenprozeduren ADD, SUB in geigneterweise benfitzt

werden miifiten.

co:=0
for j := 0 to m do begin
Cji=¢ +Tj—y;
If ¢; < 0 then begin
Ciy1:=—1
¢ =B —g;
SUBEXT:= (€m€m-1""¢o)a

4.4 Division nicht negativer Zahlen

Ausgegangen werde von einer Maschinenprozedur DIVREM mit folgender Spezi-
fikation:

INPUT : Ein Paar von Zahlen0< z< B,0<y < B.

OUTPUT: Ein Paar DIVREM(z,y) := (¢,r) wobei z = gy + r mit 0 < ¢ und
0<r<y-1.

Auch die Division kann unter Zuhilfenahme der Ideen, welche hinter der Papier-
und Bleistiftmethode stehen, implementiert werden. Will man dies einigermaBen
effizient gestalten, so entstehen eine Reihe von Fragen.

Zunachst soll eine Routine DIVO mit folgender Spezifikation implementiert
werden:

INPUT : Ein Zahlenpaar (z,do) mit z := (z4,2z0)p und 0 < dp < B.
OUTPUT: Eine Zahlenpaar DIVO(z, do) := (q(z),(z)) mit ¢(z) = (q:(z), g0(z))s
und 0 < r(z) < dy mit

z = ¢{zjdy + r{z]}.

Die Implementation dieser Routine kdnnte etwa wie folgt aussehen:

(¢(z1),7(z1)) :=DIVREM(z,, dy)
(¢(z0),7(zo)) :=DIVREM(zo, dy)
q(z) := q(z,) B + q(zo)

z:=z— q(z)dgy
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(¢(B), r(B)) sei durch B = q(B)do + r(B), ¢(B) 2 0,0 < r(B) < do definiert
(* Wie kodnnte die Implementation dieses Schrittes aussehen ? *)
repeat _
q(z) = q(z) + z19(B)
z:=z —q(z)d
until z < B
(y,r) :=DIVREM(z, do)
DIVREMO:= (¢(z) + y,7)

Diese Routine gibt eine Schdtzung fir die erste(n) Stelle(n) des Quotienten in
einer Division an.

Den Nachweis der Korrektheit erlaube ich mir, dem Leser zu liberlassen.

Nun zur Prozedur DIVREMEXT.
INPUT : z = (TmTm-1°"" Zo)B,Y = (Yn¥Yn-1°-Yo)B
OUTPUT: DIVREMEXT(z,y) := (g,r), wobei

z=yq+r, 0<r<y

gilt.
Eine Rohform des Algorithmus 138t sich sofort hinschreiben:

X:=z,q:=0
repeat
if X <ythen R:=X
else begin
™ Bestimme 0 < Q< Bmit X-Qy>0,X-(@+1)y<0
g:=DB+q+Q
X:=X-Qy
until X <y

DIVREMEXT:= (g, R)

Nur die mit (*) bezeichnete Zeile bedarf eines Hinweises zur Implementation.
Man hat demnach zwei Zahlen z,y gegeben und méchte @ finden. Dabei kann

man wie folgt vorgehen:

e Es werde in einem ersten Schritt z,y mit einer passenden Zahl ko (iiblicher-
weise eine Potenz von 2) multipliziert, soda8 (nach eventuellem Bezeichungs-

wechsel) y, > B/2 gilt.
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¢ Fir das so modifizierte z,y ergibt sich mit Hilfe der Routine DIVO aus
ImB + z,_; und y, eine Schitzung Q von Q. Dabei wird grundsitzlich
im Falle @ > B Q := B — 1 gesetat. For dieses Q kann @ —2 < Q < Q)
gezeigt werden. Durch Multiplikation (MULTEXT) und Subtraktion (SUB-
EXT) kdnnen die drei Fille entschieden werden, wobei, nun wieder das ur-
spriingliche z,y verwendend, z — (Q — 2y, z - (Q -1)y,z - Q auf erstmalig

auftretendes nichtnegatives Vorzeichen untersucht werden.

* Dieses Q ist, mit der richtigen Potenz von B multipliziert, die erste Stelle

des Quotienten.

Eine genaue Darstellung der Argumente findet man in [Kn81].

5 Gleitkommazahlenspeicherung bei 32-bit Pro-

zessoren

Der Standard fiir die Implementation der Arithmetik von Gleitkommazahlen wurde
1985 im IEEE-754 festgelegt ([IEEE-754]). Rundungsmethoden und Fehlerverhal-
ten sind weitgehend vorgegeben. Dem Standard entsprechende Multiprezisionsa-
rithmetik, ausgehend von den Grundrechnungsarten beziiglich eines B-adischen
Systems zu implementieren, stellt kein groBes Problem dar. Um der Lange des
Artikels willen sei lediglich die Darstellung von Gleitkommazahlen beschrieben.
Fir die allgemeine Theorie siehe etwa [SB92|. Die oben angefiihrten Prozeduren
fir die Grundrechungsarten kdnnen dabei verwendet werden, allerdings bedarf es
sorgféltiger Untersuchungen diber das Verhalten der Nachkommastellen. Vorallem
die Addition von G. ist subtil.

5.1 Speicherung von Gleitkommazahlen

Zunichst stehen 32 Bit zur Verfigung. Zur Darstellung einer Gleitkommazahl Tag
steht das Format

Iprg i= ("“1)' X (bo.blag . -bp—-l) X 2E

zur Verfigung, wobei
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s = 0 oder 1.

b; sind 0 oder 1

E ist eine Zahl zwischen 127 und - 126

p = 24, die Anzahl der signifikanten Stellen

Die 32 Bits werden nun wie folgt belegt:

1 : Vorzeichen s
2-9 : e:=E + 127 (verschobener Exponent)
10 - 32 : Eine noch zu erklirende Binarzahl f

Neben den Gleitkommazahlen gibt es noch Grdfen, welche als NaN (not a
number) bezeichnet werden. Sie werden als Signale bei Fehlern beniitzt. Die
folgende Tabelle beschreibt die Zahlbereiche der Gleitkommazahlen:

NaN : falls e = 255, und f#0
(—1)*c0 : fallse =255, und f =0
(—1)*2-1%7(1.f) : falls 0 <e <255
(=1)*271%%(0.f) : fallse=0und f#0
(-1)*0 : fallse=f=0
(—1)*28-1%7(1.f) : falls 0 < e < 255

Zum Datentyp DOUBLE siehe auch [Sch94].

6 Diverses zu den hiufigsten Zahlsystemen

6.1 Binidrsystem
6.1.1 Agypten, ca 1200 v. Chr.

Die Multiplikationsmethode enthilt in versteckter Form Binirdarstellungen. Die
ibliche Form der Erklirung fur etwa das Multiplizieren von 8 mit 13 in heutigem

Zifferngebrauch lautet:
1. Es sei 8 der Multiplikand und 13 der Multiplikator.
2. Den folgenden Anweisungen gema8 lege man eine zweispaltige Tabelle an.

3. In der ersten Zeile schreibe man die Zahlen 1 und den Multiplikanden (hier
8).
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4. Nun schreibe man unter die beiden Zahlen Jjeweils das Doppelte, also in der

zweiten Zeile die Zahlen 2 und 16,

5. Ist der k-te Schritt getan, so schreibe man im (k + 1)-ten Schritt unter jede
der beiden Zahlen der k-ten Zeile das jeweils Doppelte.

6. Abbruchbedingung: Wird in der ersten Spalte durch Verdoppeln eine Zahl

gewonnen, welche groBer als der Multiplikator (hier 13) ist, so breche man

den Vorgang ab.

7. In der angegebenen Liste streiche man jene Zeilen an, in welchen sich durch
Summieren von Zahlen der ersten Spalte (entsprechender Potenzen von 2)
der Multiplikator (die Zahl 13) ergibt.

8. Man addiere die entsprechenden rechten Seiten.

Hier das Beispiel, in welchem moch eine Spalte mit Zeilennummern und eine mit

Kommentaren hisizugefogt wurden.

n | Strich 27! | 2n-! » 8 | Kommentar

1 / 1 8 | Initialisierung

2 2 16 | Verdoppeln von Zeile 1
3 / 4 32 | Verdoppeln von Zeile 2
4 / 8 64 | Verdoppeln von Zeile 3
5 16 — | Abbruch, weil 16 > 13

Somit ergibt sich8x 13 =1Xx8-+4x8+8x8 = 4.Spalte/Zeile 1 + 4.Spalte/Zeile
3 + 4.Spalte/Zeile 4 =8 + 32 464 = 102, wie es sein soll.

Betrachtet man die Bindrentwicklung (13),0 = (1 101);, so sieht man natdarlich
sofort, daB man die Zeilen mit den Nummern 1,3 und 4 braucht (indem man

nachsieht, an welchen Stellen von rechts aus gelesen eine '1’ vorkommt).

6.1.2 Englische HohlmaS8e im 13.Jhdt.

Es gab eine vollstindige binire Skala von Hohlmagen.
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1 gill 8 | demibushel
2 | chopin 9 | firkin

3 pint 10 | kilderkin

4 | quart 11 | barrel

5| pottle 12 | hogshead

6 | gallon 13 | pipe

7 peck 14 | tun

Es waren 2 gills = 1 chopin, 2 chopin = 1 pint, etc. Insbesondere ist 1 tun = 28
gills = (8,192);q gills.

Es war damals auch @blich, die entsprechenden Mengen (etwa Bier) in einer
Null-Eins-Schreibweise zu notieren. Tatsichlich gelangte man in dieser Form zur

Binarentwicklung fir die Gesamtmenge (etwa konsumierten Biers).

6.2 Das Oktalsystem

¢ 1717 bemihte sich Karl XII von Schweden, das Dezimalsystem durch das O.

in Schweden zu ersetzen. (Auch Basis B = 64 war fiir ihn interessant).

1745 Vorschlag von Rev. Hugh Jones, das O. in Maryland zu bendtzen.

1845 J.D.Colonne schlagt in Frankreich das O. vor.

¢ Um 1930 war im Englischen noch der Begriff octonal system tiblich.

6.3 Die polyadische Struktur des &sterreichischen Miinz—

und Banknotensystems

Im folgenden gelte eine Beschrinkung auf Schillingbetrige. Dann gibt es offenbar
Minzen bzw. Banknoten mit folgenden Werten (in OS):

{1.-,5.-,10.-,20.-,100.-,500.—, 1,000.—,5,000.—}
Fragen:

1. Wie kann man unter der Annahme, da8 man hinreichend viele Miinzen /

Banknoten zur Verfiigung hat, den Betrag von
58,783.—

mit moglichst wenigen Einheiten darstellen?
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2. Wenn man jeden Betrag bis S 9,999.- stets mit einem Minimum an Einheiten

darstellen will, wieviele Mfinzen / Banknoten braucht man?

Natirlich ist es ziemlich klar, wie man zur Lésung kommt!

Lassen Sie mich Ihnen aufzeigen, daB man dabei intuitiv eine polyadische Struk-
tur beniitzt. Hier die natigen Definitionen.

1. Seien by := 5,by := 2,b; := 2,by :=2,5,b, := 2,bg := 5,bg := 2,by := 5. bo
ergibt sich zu 5, weil eben 5 x S1.— = §5.—, b, = 2, weil 2x §5.— = S510.-—,

etc.

Auch wenn in der oben gebrachten Definition die b; ganze Zahlen sind, wurde
hier etwa by = 2,5 gesetzt, weil eben 2,5 x $20.— = S$50.- ergibt. Das soll

im weileren nicht stéren, weil die Produkte

bo = 5
bo x b, = 10
by x by x by = 20
bo x by X by x by = 50
bo x by X by x by x b, = 100
by X by % by x by x by x b = 500
bo X by x by x by X by x by x bg = 1000

bo)(bl)(bg)(bs)(b4)(bs)(bs>(b1 = 5000

genau die ganzzahligen Werte der Miinzen / Banknoten sind.

2. Nun werden die Ziffernsysteme festgelegt. Der Ubersicht halber sind in run-

der Klammer die entsprechenden Geldeinheiten beigefigt.
Do(1) := Ds(100) := D;(1000) := {0,1,2,3,4}
D1(5) := D,(10) := D4(50) := Dg(500) := {0,1}
Ds(20) := {o0,1,2}
Dg(5000) := IV

DaBl D3(5000) grundsitzlich unendlich zu wahlen ist, wird im Weiteren nicht
storen.

3. Die Losung der ersten Frage lauft darauf hinaus, die polyadische Entwicklung

7
8,783 = ag+ ) ajyibp X -+ x b;
J:=0
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= ag+ 5a; + 10(13 + 20as
+50a, + 100as + 500ag + 1000a; + 5000a,

mit ¢; € D;(---),7:=0,1,2,....8 anzugeben.

Das Verfahren, die a; zu bestimmen, ist klar: Man dividiert 8,783 mit Rest
durch 5000, soda ag = 1 und Rest 3, 783 verbleibt. Nun dividiert man diesen
Rest, nimlich 3,783, durch 1000, um a7 = 3 und Rest 783 zu bekommen,

etc.

Man bekommt als Losung, wie zu erwarten:

8,783 = 3+0x5+1x10+1x20+1x50+2x 10041 x 500+ 3 x 1000+ 1 x 5000.

4. Die Ldsung der zweiten Frage kann direkt von den Anzahlen der Elemente
in den Mengen Dj, y = 0,...,8 abgelesen werden. Man findet sofort, daB

man

Einheit/S : || 1.- | 5.- | 10.- | 20.- | 100.- | 500.- | 1000.- | 5000.-

Anzahl : 4 1 4 2 4 1 4 1
bendtigt.
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